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Apstrakt: Koriséenje racunara u nastavi matematike je posebno korisno prilikom obrade
kompleksnih nastavnih tema kao Sto je pojam neprekidnosti funkcije. Pored toga Sto
vizuelna prezentacija pruza neophodan uvod u prihvatanje pojma neprekidnosti funkcije,
prikazivanjem velikog broja ilustracija i pravijenjem animacija omogucava se, takode,
pravilno razumevanje i trajno usvajanje ovog sloZzenog matematickog pojma. U tom
smislu, u radu je predlozen algoritam za izradu animacije u programskom paketu
Scientific WorkPlace, koji pomaze pri analizi neprekidnosti odredene funkcije u tacki.
Na ovaj nacin se pokazuje kako promena vrednosti parametra ¢ iz “e- ¢ definicije
neprekidne funkcije” izaziva promenu vrednosti parametra 0.

Kljuéne reéi: Neprekidnost funkcije, animacija, Scientific WorkPlace.

Abstract: The use of computers in teaching mathematics is particularly useful when
processing complex teaching topics such as the notion of continuity of functions. Visual
presentation provides a necessary introduction to the acceptance of the notion of
continuity of functions, but it also enables correct understanding and permanent
adoption of this complex mathematical concept by creating animations and showing a
large number of illustrations. Accordingly, this paper suggests an algorithm for creating
animation in software package Scientific Workplace which helps in analyzing the
continuity of certain functions at the point. In this way we can show how a change in the
parameter value ¢ from “e- ¢ definition of continuity of the function” causes a change in
the value of the parameter 0.

Key words: Continuity of the function, Animation, Scientific WorkPlace.

1. UvOD

Neprekidnost funkcije je jedan od najtezih pojmova matematicke analize. Zbog toga je
veoma vazno pronaci odgovaraju¢i metod uvodenja i obrade pojma neprekidnosti, da bi
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se sprecili spoznajni konflikti koji bi mogli predstavljati smetnju za dalji rad i prelazak
na druge pojmove vise matematike [2].

Kako se sa vizuelizacijom matemati¢kih pojmova razvija ve¢ postojeci koncept slike [3],
u radu se predlaze koriS¢enje vizuelnog pristupa za predstavljanje koncepta
neprekidnosti u nastavi matematike.

Za izradu potrebnih ilustracija i pravljenje animacija, koje su korisne za pravilno
razumevanje i trajno usvajanje pojma neprekidnosti [4], Koristi se programski paket
Scientific WorkPlace. Ovaj softverski paket koji ukljucuje algebarski sistem je izabran
jer omoguéava jednostavan i lako razumljiv naéin kreiranja matematickog teksta,
odnosno efikasno obavljanje numerickih i grafickih operacija.

U cilju adekvatnog predstavljanja pripreme animacije za analizu neprekidnosti funkcije
u programskom paketu Scientific WorkPlace, detaljno se opisuje algoritam pravljenja
animacija za bijektivnu neprekidnu funkciju, algoritam pravljenja animacija neprekidne
funkcije u ekstremnim vrednostima i algoritam pravljenja animacije za funkciju u tacki
prekida.

2. PRIPREMA ANIMACIJE

Na pocetku je potrebno svaki put kada se unosi neki pojam (funkcije, brojevi, konstante,
tekst...) iz Toolbar-a odabrati jednu od ikona:

@ - za unos matematickih simbola koji se na ekranu pokazuju u crvenoj boji,

M— za unos teksta koji se prikazuje u crnoj boji.

2.1 ALGORITAM PRAVLJENJA ANIMACIJA ZA BIJEKTIVNU
NEPREKIDNU FUNKCIJU

Uneti funkciju f (x) koja se ispituje. Neka je to funkcija f (x)=2x-1.
2. Uneti Xkoordinatu tacke u kojoj se ispituje neprekidnost. Neka je to tacka a =1.
3. Uneti inverznu funkciju date funkcije F (x) = f ™ () (mora se precizno definisati):

x=1
F (%)=
4. Uneti proizvoljan niz raznih vrednosti za & u funkciji indeksa | (promenom
vrednosti broja I menjace se i vrednosti broja ¢ ). Kada se jednom definie, ovaj
niz se ne mora menjati kada se menja funkcija ili tacka u kojoj se ispituje

neprekidnost. Neka je npr: g(i) = g

5. Definisati & koje ¢e zavisiti od & (a samim tim i od ). Ovaj izraz ne menjati pri
promeni funkcije, kao ni pri promeni tacke u kojoj se ispituje neprekidnost:

s(i)=minfla~F (f (a)+2())Ja-F(f (a)-2(i))}-
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Slede¢i postupak brisanja svih prethodnih definicija je isti u svim slucajevima. |z menija
odabrati: Compute/ Definition/ Clear definition.

Nakon toga namestiti kursor na kraj svake od funkcija i parametara f(x), F(x), (i)

P TE A.« * B—. . .
i 0 (I) - i pritisnuti ikonicu: , ili redom ponoviti slede¢i postupak: Compute/
Definitions/ New Definition.

Pripremiti niz grafika koji posle mogu da sluZze za prezentacije raznih funkcija
jednostavnim predefinisanjem posmatranih elemenata. Graficki prikazi se dobijaju kada

se prvo ukuca f(x) i nakon toga iz glavnog menija pritisne dugme: ﬂ Drugi nadin
da se to uradi je pomocu slede¢ih naredbi: Compute/ Plot 2D/ Rectangular.

Za dalji rad i dodavanje novih elemenata na grafiku pritisne se u donji desni ¢osak slike.
Time se dobija meni sa slike 1. Da bi se dodale prave i tacke potrebne za analizu
neprekidnosti funkcije ude se u deo: Item Ploted ¢ime se dobija drugi meni (slika 2).

] Plot Properti = 3
ikl = Plot Properties - e ),
Layout | Labeling | tems Plotted | s | View |
Layout | Labeing  tems Plotied | Axes | view |
Size Sereen Display Attibutes Flot Type:  [Rectangular
wian: [EH  [3] ¥ Use Model Sereen Attributes Exrassions and Relations
& P ltem Number:
[ P = - S z mH
e Add kem
Unis: [inches ~ ~ @ PlotnFrame (" Frame Ory Plot Color:
 Plot Only © lcanfied | B
Placement
© In Line @ Displayed " Foating Plot Siyle
i u
r @ lng ¢ Pot
= ne ¢ Line Style: Solid A
D= | 7 [o | LUneThickness: [Thin <]
M
[V Adjust Plot for Discortinuities Variables, Intervals and
Automation.
oK Eencel JI S |
Slika 1. Meni za rad sa graficima Slika 2. Dodavanje novih elemenata grafika

Uz pomo¢ naredbe Add Item se mogu dodati Zeljeni elementi. U ovom slucaju dodaju se
sledeci elementi:

1. (a, 0,a, f (a))vertikalna linija koja spaja tacke (a,O)i(a, f (a));

2. (0, f(a),a,f (a))horizontalna linija koja spaja tacke (0, f (a))i(a, f (a));

3. f (a) - (1) horizontalna linija koja prolazi kroz tacku f (a) -& (1) na y -osi,
paralelno sa X -osom;

4. f (a)+&(1) horizontalna linija koja prolazi kroz tatku f (a)+&(1)na y -osi,
paralelno sa X -osom;
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5. (a -0 (1) ,—100,a—-¢6 (1) ,100) vertikalna linija koja prolazi kroz tacku a —¢& na
X -0si, paralelno sa y -osom (broj 100 je odabran tako da bude dovoljno velik da se ne
vidi na crtezu - moze se uzeti i bilo koji dovoljno veliki broj);

6. (a+ 5(1),-100,a+5(1) ,100) vertikalna linija plava vertikalna linija koja prolazi

kroz tacku a+ & na X-osi, paralelno sa y -osom;
7. (a, f (a)) tacka u kojoj se ispituje neprekidnost.

U istom meniju se takode bira Zeljena vrsta, boja i debljina linije ili tacke u delu menija
Plot Style, kao i koji deo domena se zeli videti. Opisani postupak se ponovi Zeljeni broj
puta (onoliko koliko se slika zeli napraviti i prikazati), menjajuci vrednosti nezavisne
promenljive u funkcijama £i6, tj. zag(2) i 5(2), &(3) i §(3)itd. Tim postupkom
se dobija niz slika, kod kojih se i & neznatno razlikuju sa slike na sliku. Posle toga
uéi u svaku sliku pritiskom misa na desni donji kraj slike i odabrati OK dugme (ukoliko
postoji deo grafika funkcije koji pripada vertikalnoj traci a ne pripada i horizontalnoj, tj.
ukoliko postoji deo grafika funkcije koji se nalazi izvan dobijenog pravougaonika a
pripada vertikalnoj traci izmedu dve vertikalne linije, na bilo kojoj od slika, tada funkcija
nije neprekidna u toj tacki).

P

- 4

e=1/2 e=2/5

Slika 3. Niz slika za animaciju i ispitivanje neprekidnosti funkcije f(x)

Ukoliko se zeli promeniti funkcija koja se ispituje, ponovi se ceo postupak
predefinisanja, tj. unosi se nova funkcija f (x) kao i nove vrednosti za a i f *(x),

nakon ¢ega se ponovo ude u svaku od pripremljenih slika i samo se pritisne dugme OK.
Tako se automatski dobija ¢itav niz novih grafika funkcija, sa Zeljenim parametrima.
Prikazivanjem jedne po jedne slike, Zeljenom brzinom (View 150%), dobija se utisak
animacije pokreta prava, ¢ime se pojasni uéenicima kako promena g izaziva promenu
O . Zakljuéak koji se izvodi analizom dobijenih slika je sledec¢i: Ukoliko postoji deo
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grafika funkcije koji pripada vertikalnoj traci a ne pripada i horizontalnoj, tj. ukoliko
postoji deo grafika funkcije koji se nalazi izvan dobijenog pravougaonika a pripada
vertikalnoj traci izmedu dve vertikalne linije, na bilo kojoj od slika, tada funkcija nije
neprekidna u toj tacki.

2.2. ALGORITAM PRAVLJENJA ANIMACIJA NEPREKIDNE
FUNKCIJE U EKSTREMNIM VREDNOSTIMA

1. Uneti funkciju g(x): g(x)=x*.
Uneti X koordinatu tacke u kojoj se ispituje neprekidnost: b=0.
Uneti desnu (ukoliko je moguée maksimalnu) granicu intervala (b,el) u kome
je funkcija bijektivna: e =10.

4. Uneti levu granicu intervala (ukoliko je moguée maksimalnu) (e,,b)u kome je
funkcija bijektivna: e, =—-10

5. Uneti inverznu funkciju funkcije g(x), Xiz intervala (b,el)sa desne strane
tacke u kojoj se ispituje neprekidnost funkcije g(X) (mora se precizno
definisati): g,(x) = Jx.

6. Uneti inverznu funkciju funkcije g(x), Xiz intervala (e,,b)sa leve strane
tacke u kojoj se ispituje neprekidnost funkcije g(x) : g,(X) = J=x

7. Sledece funkcije se napis$u jednom, i ne menjaju se pri promeni funkcije ili
tacke u kojoj se ispituje neprekidnost:

9,(x) za g(b)<x<g(e) 9,(x) za g(e,)<x<g(b)
G,(x)=410° za x>g(e) G,(x)=4 10 za x=>g(b)
10° za x<g(b) 10°  za x<g(e,)

*Umesto broja 10" se moze staviti bilo koji dovoljno veliki broj koji se ne¢e uocavati
na dobijenim slikama.

6. Uneti proizvoljan niz raznih vrednosti za & u funkciji indeksa i (promenom
vrednosti broja i menjace se i vrednosti broja ¢&). Kada se jednom definise, ovaj
niz se ne mora menjati kada se menja funkcija ili tacka u kojoj se ispituje

neprekidnost. Neka je npr: gl(i) = % .

7. Definisati & koje ¢e zavisiti od ¢ (a samim tim i od i). Ovaj izraz ne menjati pri
promeni funkcije, kao ni pri promeni tacke u kojoj se ispituje neprekidnost:
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b-G, (g(b)+4(i))
b—Gl(g(b)+gl(i))\

b-G(g(b)+4(7))

b-G,(g(b)-e.(1))

Ponoviti postupak predefinisanja iz predhodnog primera. Nakon toga namestiti kursor na
kraj svake od funkcija i na opisani na¢in definisati unesene vrednosti: g(x), g,(x),

&, (i)=min

9,(x). b, €, &, G(x). G,(x), &(i) i &(i). Pripremiti niz crteza kao u
predhodnom primeru.

+ -+

s=1/4 e=1/8

Slika 4. Niz slika za animaciju i ispitivanje neprekidnosti funkcije g(x)

2.3. ALGORITAM PRAVLJENJA ANIMACIJE ZA FUNKCIJU U
TACKI PREKIDA

2x-1 za x<1
2X  za x>1

2. Uneti Xkoordinatu tacke u kojoj se ispituje neprekidnost: ¢=1.
3. Uneti desnu (ukoliko je mogu¢e maksimalnu) granicu intervala (c,l,) u kome

1. Uneti funkciju h(x): h(x):{

je funkcija bijektivna: 1, =10.
4. Uneti levu granicu intervala (ukoliko je moguc¢e maksimalnu) (I2 , c)u kome je

funkcija bijektivna: I, =—10
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5. Uneti inverznu funkciju funkcijeh(x), Xiz intervala (c,l,)sa desne strane
tatke u kojoj se ispituje neprekidnost funkcije h(x) (mora se precizno

definisati): h, (x) :%.

6. Uneti inverznu funkciju funkcije h(x), Xiz intervala (1,,c)sa leve strane
tacke u kojoj se ispituje neprekidnost funkcije h(x) : h,(x) = XTH

7. Sledece funkcije se napiSu jednom, i ne menjaju se pri promeni funkcije ili
tacke u kojoj se ispituje neprekidnost.

h(x) za h(c+10")<x<h(l) h(x) za h(l,)<x<h(c-10")
H,(x)=110° za x>h(l,) H,(x)=410" za  x2g(c-10")
10° za x<h(c+10™) 10° za x<h(l,)

*Umesto brojeva 10°° i 107 se mogu staviti bilo koji dovoljno veliki i dovoljno mali
broj koji se ne¢e uocavati na dobijenim slikama.

8. Uneti proizvoljan niz raznih vrednosti za & u funkciji indeksa i (promenom
vrednosti broja i menjace se i vrednosti broja ¢&). Kada se jednom definise, ovaj
niz se ne mora menjati kada se menja funkcija ili tacka u kojoj se ispituje
neprekidnost. Neka je npr: ¢, (|) :i

2"

9. Definisati & koje ¢e zavisiti od & (a samim tim i od 1). Ovaj izraz ne menjati pri
promeni funkcije, kao ni pri promeni tacke u kojoj se ispituje neprekidnost:

‘C—Hl(h(c)+52(i)) c—H,(h(c)-&(i))
[c=H, (n(c)+2, (i) ]p—H, (h(c)+ (i)

&,(i)=min

Ponoviti postupak predefinisanja iz predhodnih primera: h(x), h(x), h,(x), c, |

1°?

l,, H,(x), H, (x) &, (i) Pripremiti niz crteza kao u prethodnom primeru.
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<t 4

e=1/2 e=1/4

Slika 5. Niz slika za animaciju i ispitivanje neprekidnosti funkcije h(x)
3. ZAKLJUCAK

S obzirom na to da prihvatanje formalnog pojma neprekidnosti od strane ucenika ¢esto
izaziva poteskoce, uvodenjem inovativnih metoda zasnovanih na vizuelnom pristupu
povecéava se razumljivost i efikasnost nastavnog procesa.

U ovom radu je, objasnjavanjem nacina izrade animacije na primerima dve neprekidne
funkcije i jedne funkcije koja ima prekid u tacki, omoguéeno iskori§¢avanje svih
prednosti vizuelnog pristupa ovoj sloZenoj nastavnoj temi.

Specifi¢nije, putem koriS¢enja algoritma za izradu animacije u matematickom
programskom paketu Scientific WorkPlace pokazano je kako promena vrednosti
parametra & iz “e- & definicije neprekidne funkcije” izaziva promenu vrednosti
parametra 9.

Adekvatna vizuelna objasnjenja otklanjaju problem nedostatka jasne i konzistentne ideje
o konceptu neprekidnosti i time umanjuju Sirok opseg gresaka i1 pogresnog razumevanja
koji potencijalno postoje u intuitivnom razmisljanju uéenika o neprekidnosti funkcija.
[5] Na ovaj nadin se, takode, promovise kreativnost i vizuelno razmisljanje u
ucionicama uz omogucavanje razvoja matematicki sofisticiranih ideja o konceptu
neprekidnosti.
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